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グルーオン散乱振幅と極小曲面
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グルーオンとは

ゲージ理論 (Yang-Mills理論): 素粒子理論の基礎
ゲージ対称性: (非可換)ゲージ群

I SU(3) (強い相互作用), SU(2)× U(1) (電弱相互作用)

QCD(quantum chromo dynamics):
SU(3)ゲージ場 (グルーオン)とクォークからなる系の力学

p(陽子): uud+グルーオン
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QCD

相互作用の強さ: ゲージ結合定数 g

I 高エネルギー: 有効結合定数小 摂動論が有効
LHC実験 (p-p散乱) 大部分 (バックグラウンド)はQCDの効
果: 精密な評価が必要

I 低エネルギー: 有効結合定数大 摂動論が使えない (クォーク
の閉じ込め)
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QCDを厳密に解くのは難しい。(クレイ数学研究所ミレニアム懸
賞問題)
解ける理論の例:

I 2次元 共形場理論, ゲージ理論, 重力理論
I 3次元 Chern-Simons理論
I 4次元 位相的場の理論, Seiberg-Witten理論 (N = 2超対称
ゲージ理論の低エネルギー有効理論)
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予想: N = 4超対称 SU(N)Yang-Mills理論の (planar large N 極
限は)すべての結合定数の領域で厳密に解ける。
ヨーロッパの研究プロジェクト
“Gauge Theory as an Integrable System” gatis.desy.eu
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N = 4超対称Yang-Mills理論

I 場
I ゲージ場 Aµ 1個
I フェルミ場 (スピン 1/2) λA (A = 1, · · · , 4) 4個
I スカラー場 φa ６個 (a = 1, · · · , 6)

I N = 4 超対称性 (ボソンAµ←→4種類のフェルミオン)
重力を含まない場の理論のもちうる最大の超対称性

I 共形不変性
I 並進+ローレンツ変換 xµ → Λµ

νx
ν + aµ

I スケール変換 xµ → αxµ

I 特殊共形変換 xµ → xµ−bµx2

1−2bx+b2x2

I 紫外発散 (高エネルギー)がない.

I 有効結合定数 gYM(E)はエネルギー応じて変化しない。
I クォークの閉じ込めなし
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AdS/CFT対応

N = 4 超対称 Yang-Mills理論: 高い対称性をもった理論, しかし
強結合側の計算は難しい.
Maldacena (1997)
U(N) N = 4 SYM ⇐⇒ AdS5 × S5上の IIB 型超弦理論
AdS5: 5次元 anti de Sitter時空, R2,4時空内の超曲面

−X2
−1 −X2

0 +X2
1 + · · ·+X2

4 = −R2

S5: 5次元球面
Y 2

1 + · · ·+ Y 2
6 = R2
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AdS/CFT対応 (2)

N 枚の平行 D3ブレーンの低エネルギー有効理論の２つの解釈
I 開弦のスペクトル−→ N = 4 SYM

I Dブレーン: 重力の源−→ 時空を曲げる

ds2 =
r2

R2
(−dx2

0 + dx2
1 + dx2

2 + dx2
3) +R2dr

2

r2
+R2dΩ2

5
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I 対称性 N = 4 SUSY+共形対称性
I SO(2, 4)共形対称性 =AdS5 の isometry
I SO(6) R対称性 = S5 の isometry (半径 R)

I ’t Hooft結合定数 λ = g2
Y MN ∼

R4

(α′)2

I gY M 大 ←→ R大 古典重力近似がよくなる　
I gY M 小 摂動論がよい近似 ←→ R小

I 物理量の間の関係
複合場のスケール次元 trφD2φ ←→ 弦のスペクトル
弱結合側 (場の理論)の計算と強結合側 (弦理論)の計算が一致
グルーオン散乱振幅 ←→ 極小曲面
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グルーオン散乱振幅とBDS予想
Planar L-ループ, n-点振幅

A(L)
n (k1, · · · , kn) = A(0)

n (k1, · · · , kn)M(L)
n (ε)

I UV 有限
I IR(赤外) 発散: 低エネルギーグルーオンの寄与 (次元正則化
D = 4− 2ε)

I M(L)
n (ε): ループ振幅と tree振幅の比

BDS予想 Bern-Dixon-Smirnov, Anastasiou-Bern-Dixon-Kosower
1ループ振幅で表すことができる。(再帰的構造)

Mn(ε) ≡ 1+
∞∑

L=1

aLM(L)
n (ε) = exp

( ∞∑
`=1

a`(f `(ε)M (1)
n (`ε) + C(`) +O(ε))

)

a =
Ncg

2µ2ε

8π2
(4πe−γ)ε, f (`)(ε) = f

(`)
0 + f

(`)
1 ε+ f

(`)
2 ε2
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4-point amplitude

lnM4 = exp{−f(λ)
8

(ln2 µ
2

−s
+ ln2 µ

2

−t
)

−g(λ)
2

(ln
µ2

−s
+ ln

µ2

−t
) +

f(λ)
8

ln2 s

t
+ const.}

f(λ): カスプ異常次元
g(λ): colinear 異常次元
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AdS5上のPoincaré計量

反 de Sitter時空 AdS5:
R2,4の埋め込み座標: isometry SO(2, 4)

−X2
−1 −X2

0 +X2
1 +X2

2 +X2
3 +X2

4 = −R2

Poincaré 座標: (xµ, z) µ = 0, 1, 2, 3

Xµ =
xµ

z
, X−1 +X4 =

1
z
, X−1 −X4 =

z2 + xµx
µ

z

Poincaré 計量
ds2 = R2dxµdx

µ + dz2

z2

半径R4 = 4π(α′)2g2
Y MN
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AdS-CFT 対応とグルーオン散乱振幅

z=0 z=z
IR

z=0 z=z
IR

boundary horizon

N枚中, ある 1枚の D3ブレーン上のグルーオン散乱を考える.
N 枚 D3ブレーンから 1枚の D3ブレーン引き離す.
N − 1枚の D3ブレーンを AdS5時空に置き換える.
グルーオンの固有運動量拡大 kizIR

R � 1 (zIR →∞)
古典解が主要な寄与 Gross-Mende
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T-双対性
xµ方向の T-双対変換 xµ → yµ

時間座標 τ , 空間座標 σの交換
Neumann b.c. → Dirichlet b.c.

散乱振幅 → light-likeな境界をもつWilson ループ
∆yµ = yµ

i+1 − y
µ
i = 2πkµ

i ((∆y)2 = k2 = 0)

z → r = R2

z

ds2 = R2dy
µdyµ + dr2

r2

z=0 z=z
IR

boundary horizon
r=0

boundary horizon
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グルーオン散乱振幅= light-likeな境界をもつWilsonループ
AdS/CFT対応
散乱の古典作用=light-likeな境界条件をもつ弦の古典作用

=AdS時空内の極小曲面の面積
Nambu-Goto 作用 GMN : AdS計量, XM = (r, yµ), σa = (τ, σ)

SNG = −R
2

2π

∫
dτdσ

√
−dethαβ , hαβ = GMN

∂XM

∂σα

∂XN

∂σβ

I r方向: r = R2

zIR
→ 0

(zIR →∞)

I yµ方向: light-like線分

Mn ∼ exp(−SNG) = exp(−面積)

k
1

k
2

r=0

y
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極小曲面方程式

静的ゲージ: (τ, σ) = (y1, y2)で曲面 y0(y1, y2), r(y1, y2) をパラ
メーター付けする。

SNG =
R2

2π

Z

dy1dy2

p

1 + (∂ir)2 − (∂iy0)2 − (∂1r∂2y0 − ∂2r∂1y0)2

r2

Euler-Lagrange方程式 (極小曲面方程式)

∂i

(
∂L

∂(∂iy0)

)
= 0, ∂i

(
∂L

∂(∂ir)

)
− ∂L

∂r
= 0,

非線形偏微分方程式: 解くのは難しい
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4点振幅: kinematics

重心座標系

k1 = (k,k)
k2 = (−k,−k′)
k3 = (k,−k)
k4 = (−k,k′)

1 3

2

4

k

k’

ϕ

k = |k| = |k′|, k · k′ = k2 cosϕ
Mandelstam変数

s = −(k1 + k2)2 = −4k2 sin2 ϕ

2
t = −(k1 + k4)2 = −4k2 cos2

ϕ

2
u = −(k1 + k3)2 = 4k2

s+ t+ u = 0, s, t < 0:

伊藤克司 gluon



. . . . . .

4点振幅: 曲面

AdS5の部分空間 AdS3 (y1, y2), y3 = 0
運動量 s = t, ϕ = π

2
k = (1, 0), k′ = (0, 1)

y

y

1

2

k

-k

-1

1

1

-1 y

y

y
0

2

1

boundary conditions: r(±1, y2) = r(y1,±1) = 0,
y0(±, y2) = ±y2, y0(y1,±1) = ±y1
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Alday-Maldacena解

4-point amplitude (s = t): s = −(k1 + k2)2, t = −(k1 + k4)2

y0 = y1y2,

r =
√

(1− y2
1)(1− y2

2)
-1

-0.5
0

0.5
1

y1

-1

-0.5

0
0.5

1
y2
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一般の (s, t)-解 (SO(2, 4) 共形変換)
特殊共形 (b)+スケール変換 (a)

r′ =
ar

1 + by0
, y′0 =

a
√

1 + b2y0

1 + by0
, y′1 =

ay1

1 + by0
, y′2 =

ay2

1 + by0

−s(2π)2 = 8a2

(1−b)2
, −t(2π)2 = 8a2

(1+b)2

伊藤克司 gluon



. . . . . .

極小曲面の面積は発散する (境界と尖点 (cusp))

I 次元正則化
D3-ブレーン=⇒ Dp-ブレーン p = 3− 2ε

I

S = −
2επεµε

√
Γ(2 + ε)λ

2π

(
πΓ(− ε

2)2

Γ(1−ε
2 )2 2F1(

1
2
,− ε

2
,
1− ε

2
; b2) + 1

)

= −
√
λ

2π

{ 1
ε2

[
2
(
µ2

(−t)

) ε
2

+ 2
(

µ2

(−s)

) ε
2

]

+
1
ε
(1− log 2)

[(
µ2

(−t)

) ε
2

+
(

µ2

(−s)

) ε
2

]
−
(

1
2

log
s

t

)2

+定数

BDS公式と一致
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BDS予想と remainder関数

Alday-Maldacena解の拡張:
n点振幅の解を求めるのは難しい. 非線形偏微分方程式の解
振幅の満たすべき性質

I 外線運動量の共形対称性 (双対共形対称性) ⇐⇒ 極小曲面
⊂AdS5の isometry

I BDS公式は双対共形不変性をみたす。
I 2点間の距離 rij | = |xi − xj |: 並進不変, 回転不変
距離の比 rij/rkl: スケール不変
複比 rijrkl/(rikrjl): 共形変換で不変

I BDS公式は外線運動量の複比の関数の不定性がある。

Mn =MBDS +Rn, remainder関数
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remainder関数Rn:

I 隣接点 x2
i,i+1 = 0

n = 4, 5点振幅 複比は作れない

Rn = 0, n = 4, 5

I n = 6 2ループ計算 R6が存在 (弱結合側)

I n ≥ 6 強結合側では?

伊藤克司 gluon
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AdS3極小曲面とHitchin方程式

AdS3時空中の弦の運動
(z, z̄): 世界面の (複素)座標
埋め込み座標 ~Y (z, z̄) = (Y−1, Y0, Y1, Y2) ∈ R2,2

~Y · ~Y := −Y 2
−1 − Y 2

0 + Y 2
1 + Y 2

2 = −1

作用 (~Yz = ∂z
~Y , ~Yz̄ = ∂z̄

~Y , λ: Lagrange未定乗数)

S =
∫
d2z

{
~Yz · ~Yz̄ + λ(~Y · ~Y + 1)

}
運動方程式

~Yzz̄ − (~Yz · ~Yz̄)~Y = 0

世界面の共形不変性=⇒Virasoro拘束条件

~Y 2
z = ~Y 2

z̄ = 0
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Pohlmeyer縮約

[Pohlmeyer CMP 46 (1976) 207; de Vega-Sanchez PRD 47 (1993) 3394]

弦座標 ~Y → α(z, z̄) (real), p(z)(holomorphic), p̄(z̄) (anti-hol)

e2α =
1
2
~Yz · ~Yz̄

Ni =
1
2
e−2αεijklY

jY k
z Y

l
z̄ , ε(−1)012 = +1,

p = −1
2
~N · ~Yzz p̄ =

1
2
~N · ~Yz̄z̄

~N : 法線ベクトル ~N · ~Y = ~N · ~Yz = ~N · ~Yz̄ = 0, ~N · ~N = 1
面積A = 2

∫
d2ze2α

動標構ベクトル

~q1 = ~Y , ~q2 = e−α~Yz̄,

~q3 = e−α~Yz, ~q4 = ~N.

伊藤克司 gluon
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動標構の発展方程式

∂z


~q1
~q2
~q3
~q4

 =


0 0 eα 0

2eα −αz 0 0
0 0 αz −2pe−α

0 pe−α 0 0




~q1
~q2
~q3
~q4



∂z̄


~q1
~q2
~q3
~q4

 =


0 eα 0 0
0 αz̄ 0 −2p̄e−α

0 0 −αz̄ 2eα

0 0 p̄e−α 0




~q1
~q2
~q3
~q4


スピノル表示: (a, ȧ): 時空座標
SO(2, 2) ' SL(2, R)L × SL(2, R)R

Yaȧ =
(
Y11 Y12

Y21 Y22

)
=
(
Y−1 + Y2 Y1 − Y0

Y1 + Y0 Y−1 − Y2

)

Wαα̇,aȧ =
(
W11,aȧ W12,aȧ

W21,aȧ W22,aȧ

)
=

1
2

(
(q1 + q4)aȧ (q2)aȧ

(q3)aȧ (q1 − q4)aȧ

)
,
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Wαα̇,aȧの発展方程式:

∂zWαα̇,aȧ + (BL
z )α

βWβα̇,aȧ + (BR
z )α̇

β̇Wαβ̇,aȧ = 0,

∂z̄Wαα̇,aȧ + (BL
z̄ )α

βWβα̇,aȧ + (BR
z̄ )α̇

β̇Wαβ̇,aȧ = 0,

BL
z = Bz(1), BR

z = UBz(i)U−1,

BL
z̄ = Bz̄(1), BR

z̄ = UBz̄(i)U−1

Bz(ζ) =
αz

2

(
1 0
0 −1

)
− 1
ζ

(
0 eα

e−αp 0

)
,

Bz̄(ζ) = −αz̄

2

(
1 0
0 −1

)
− ζ

(
0 e−αp̄
eα 0

)
,

U =

(
0 e

πi
4

e
3πi
4 0

)
.

ζ: spectral parameter ζ = 1 (left) ζ = i (right)
伊藤克司 gluon
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行列Wαα̇,aȧの各要素は

Wαα̇,aȧ = ψL
α,aψ

R
α̇,ȧ

と分解される。ψの発展方程式

∂zψ
L
α,a + (BL

z )α
βψL

β,a = 0, ∂z̄ψ
L
α,a + (BL

z̄ )α
βψL

β,a = 0,

∂zψ
R
α̇,α̇ + (BR

z )α̇
β̇ψR

β̇,α̇
= 0, ∂z̄ψ

R
α̇,α̇ + (BR

z̄ )α̇
β̇ψR

β̇,α̇
= 0.

可積分条件

∂BL
z̄ − ∂̄BL

z + [BL
z , B

L
z̄ ] = 0, ∂BR

z̄ − ∂̄BR
z + [BR

z , B
R
z̄ ] = 0,

=⇒ generalized sinh-Gordon方程式

∂̄∂α(z, z̄)− 2e2α(z,z̄) + |p(z)|2e−2α(z,z̄) = 0

伊藤克司 gluon
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L,R 2個の方程式系はスペクトラルパラメーター ζ の導入により
次の方程式系に帰着(

∂z +Bz(ζ)
)
ψ(z, z̄; ζ) = 0,

(
∂z̄ +Bz̄(ζ)

)
ψ(z, z̄; ζ) = 0,

ζ = 1 (left) ζ = i (right)

Bz(ζ) = Az +
1
ζ
Φz, Bz̄(ζ) = Az̄ + ζΦz̄

=⇒ SU(2) Hitchin 方程式:

Dz̄Φz = DzΦz̄ = 0, Fzz̄ + [Φz,Φz̄] = 0

面積
A = 2

∫
d2zTrΦzΦz̄ = 4

∫
d2ze2α

伊藤克司 gluon
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座標変換 w = w(z): dw =
√
p(z)dz

α̂ = α− 1
4

log pp̄

+ゲージ変換

ψ̂ = gψ, g = ei
π
4
σ3
ei

π
4
σ2
e

1
8

log p
p̄
σ3

により, 方程式系は(
∂w + B̂w

)
ψ̂ = 0,

(
∂w̄ + B̂w̄

)
ψ̂ = 0,

B̂w(ζ) =
α̂w

2

(
0 −i
i 0

)
− 1
ζ

(
cosh α̂ i sinh α̂
i sinh α̂ − cosh α̂

)
,

B̂w̄(ζ) = − α̂w̄

2

(
0 −i
i 0

)
− ζ

(
cosh α̂ −i sinh α̂
−i sinh α̂ − cosh α̂

)
.

に帰着。genelalized sine-Gordon方程式は sine-Gordon方程式に
なる。

∂w∂w̄α̂− e2α̂ + e−2α̂ = 0

伊藤克司 gluon
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漸近解

I α̂→ 0 (|w| → ∞ )

I p(z): n− 2次多項式 (2n点振幅: 2n角形)

|w|大のとき方程式は

(∂w − ζ−1σ3)ψ̂ = 0, (∂w̄ − ζσ3)ψ̂ = 0,

に帰着。2つの解

η̂+ =

(
e

“

w
ζ

+w̄ζ
”

0

)
, η̂− =

(
0

e
−

“

w
ζ

+w̄ζ
”

)
.

一方は発散 (big 解)、一方は収束 (small 解)。small解は uniqueに
定まる。　 w = |w|eiθ, ζ = |ζ|eiα,

Re
(

w
ζ + w̄ζ

)
= |w|

(
1
|ζ| + |ζ|

)
cos(θ − α)

I cos(θ − α) < 0 η̂+: small η̂−: large

I cos(θ − α) > 0 η̂−: small η̂+: large

伊藤克司 gluon
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4点振幅解 (Stokes現象)

p(z) = 1, α̂ = 0, w = z

Left (ζ = 1) η̂L
+ =

(
ew+w̄

0

)
, η̂L

− =
(

0
e−(w+w̄)

)
.

right (ζ = i) η̂R
+ =

(
e

w−w̄
i

0

)
, η̂R

− =

(
0

e−
w−w̄

i

)
.

各 Stokesセクター
Poincaré座標
r =

√
2e−u, x+ = e−v−u, x− = −ev−u

u = w + w̄ + w−w̄
i

v = −(w + w̄) + w−w̄
i ,

x+x− = −r2: r → 0で cusp
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Remainder関数: AdS3の 2n点振幅

2n点振幅: n個の Stokesセクター
si(ζ): i番目の Stokesセクターにおける small解
si, si+1: i番目の Stokesセクターにおける基本解
small解 si(ζ)のWronski行列式

〈si, sj〉(ζ) = εαβs
α
i s

β
j , εαβ = −εβα, ε12 = 1

運動量の複比=cusp点の複比

χijkl(ζ) =
〈si, sj〉〈sk, sl〉
〈si, sk〉〈sj , sl〉

χijkl(ζ = 1) =
x+

ijx
+
kl

x+
ikx

+
jl

, χijkl(ζ = i) =
x−ijx

−
kl

x−ikx
−
jl
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熱力学的ベーテ仮説と remainder関数

small解 si(ζ)のWronski行列式

〈si, sj〉(ζ) = εαβs
α
i s

β
j , εαβ = −εβα, ε12 = 1

Plücker恒等式

〈si, sj〉〈sk, sl〉+ 〈si, sl〉〈sj , sk〉+ 〈si, sk〉〈sl, sj〉 = 0

特に (i, j, k, l) = (k + 1,−k, k,−k − 1)とし

T2k+1(ζ) = 〈s−k−1, sk+1〉(ζ), T2k(ζ) = 〈s−k−1, sk〉+

(f±(ζ) = f(e±i π
2 ζ)) の場合, Plücker恒等式は

T+
s T

−
s = Ts−1Ts+1 + 1

の形 (T-系)に表すことができる。
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T-系とY-系

Y-関数
Ys(θ) = Ts+1Ts−1, ζ = eθ

のみたす関数関係式 (Y-系)

Y +
s Y

−
s = (1 + Ys+1)(1 + Ys−1)

Y-関数の性質 (Zamolodchikov)

I Ys(θ)は |Imθ| ≤ π
2 で解析的

I Ys(θ)→ −ms cosh θ (θ → ±∞)

I Ys(θ) = Ys(−θ)
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TBA方程式

ls = log
(

Ys

e−ms cosh θ

)
l+s + l−s = log Y +

s + log Y −
s +ms cosh(θ + i

π

2
) +ms cosh(θ − iπ

2
)

= log(1 + Ys+1)(1 + Ys−1)

積分核K(θ) = 1
2π cosh θ , 畳み込み f ∗ g(θ) =

∫∞
−∞

dθ′

2π f(θ− θ′)g(θ′)

K ∗ (l+s + l−s ) =

Z ∞

−∞

dθ′

2π

ls(θ
′ + iπ

2
) + ls(θ

′ − iπ
2
)

cosh(θ − θ′)

=

Z

γ

dy

2πi

ls(y)

sinh(θ − y)
= ls(θ)

−→ TBA方程式

log Ys(θ) = −ms cosh θ +K ∗ log(1 + Ys+1)(1 + Ys−1)
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Remainder関数 (強結合)

面積
Area2n = 2

Z

d2ze2α = Afree + Aperiod + ABDS−like + Adiv

remainder関数 (Area2n = MBDS + R2n)

R2n = Afree + Aperiod + ∆ABDS

I TBA 自由エネルギー

Afree =
1

2π

Z ∞

−∞
dθ

n−3
X

s=1

|ms| cosh θ log(1 + Ys(θ))

I period term y2 = p(z)の周期積分

Aperiod − 1

4

(n−3)/2
X

k=1

(n−3)/2
X

j=k

(−1)j+k(m2jm̄2k−1 + m̄2jm2k−1)

I ∆ABDS : 複比の関数

∆ABDS =
1

4

n
X

i,j=1

log
c+

i,j

c+
i,j+1

log
c−i,j−1

c−i,j
, c±i,j =

x±
i+2,i+1x

±
i+4,i+3 · · ·x

±
j,i

x±
i+1,ix

±
i+3,i+2 · · ·x

±
j,j−1
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[Hatsuda-KI-Satoh]

R2n =
7π

12
(n − 2) +

1

2π

Z ∞

−∞
dθ

n−3
X

s=1

|ms| cosh θ log
`

1 + Ỹs(θ)
´

−1

4

(n−3)/2
X

k=1

(n−3)/2
X

j=k

(−1)j+k(m2jm̄2k−1 + m̄2jm2k−1)

−1

4

(n−3)/2
X

s=1

2n
X

k=1

log
T

[k−1]
s

T
[k]
s−1

log
T

[k]
s

T
[k−1]
s−1

− 1

4

n
X

k=1

log
T

[k−1]

(n−3)/2

T
[k+n]

(n−3)/2

log
T

[k]

(n−3)/2

T
[k+n−1]

(n−3)/2

,

I 数値計算
I 2次元 CFTの可積分摂動 (8点振幅: Ising 模型の可積分摂動)
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10点振幅

2-loop remainder 関数 [Heslop-Khoze,
Gaiotto-Maldacena-Sever-Vieira]

R2-loop
10 = −π

4

12
− 1

2

10∑
k=1

log(uk) log(uk+1) log(uk+2) log(uk+3)

rescaled remainer関数

R̄2n =
R2n −R2n,UV

R2n,UV −R2n,IR

R̄2n → 0 (l→ 0) (UV) R̄2n → −1 (l→∞) (IR) と規格化
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極小曲面 vs 2-loop

-1

-0.9

-0.8
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-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

R- 10

l

I +: 強結合, 破線: 2-loop
I CFTによる計算 R̄10 = C̄ 8

5
|Y (2)|2l8/5 + · · ·

CFT C̄ 8
5

= −0.0441916, C̄2−loop
8
5

= −0.0449039
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結論
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y1
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0
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1

y2
0

0.25
0.5

0.75

1

r

-1
-0.5

0
0.5

1
y1

LHC 極小曲面 Ising模型
グルーオン散乱振幅 ⇐⇒ 極小曲面 ⇐⇒ TBA方程式

I AdS/CFT対応
I 古典-量子可積分系対応
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